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Sur les remplissages holomorphes équivariants
Benoît Kloekner
25 otobre 2006
1 Introdution
1.1 Remplissages équivariants
La notion de remplissage d'une struture géométrique est très largement
étudiée. Nous nous proposons d'en étudier une version dynamique dans un
adre CR. Introduisons pour ela une dénition.
Définition 1 (remplissage équivariant)  Soit M une variété
CR de dimension 2n−1 et F un sous-groupe de Aut(M). On appelle remplis-
sage holomorphe (ou simplement remplissage) de M toute variété omplexe
à bord R de dimension n telle qu'il existe un isomorphisme CR
d :M → ∂R
En onjuguant par d, l'ation de F sur M donne une ation de F sur ∂R.
Si elle se prolonge en une ation sur R par biholomorphismes, on dit que R
est un remplissage de M équivariant relativement à F .
Comme on ne préise pas l'isomorphisme d dans un remplissage, e n'est
en fait que la lasse de onjugaison de F dans Aut(M) qui nous importe.
Une dénition préise d'une variété omplexe à bord est donnée à la setion
1.4.
Étant donnée une variété CR sur laquelle agit un groupe, on peut herher
à lasser les remplissages de la variété qui sont équivariants relativement
à l'ation. Dans et artile, on se restreint au as des variétés stritement
pseudoonvexes. Parmi elles-i, seule la sphère standard admet une dy-
namique rihe omme le montre le théorème suivant. On appelle sphère stan-
dard et on note S2n−1 la variété CR abstraite isomorphe à la sphère unité
{
∑n
i=1 |zi|
2 = |z0|} de P
n
, muni de oordonnées homogènes [z0 : . . . : zn].
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Théorème 2 (WebsterShoen [9℄)  SoitM une variété CR om-
pate et stritement pseudoonvexe de dimension 2n− 1. Si Aut(M) est non
ompat, alors M est CR-équivalente à la sphère standard S2n−1.
On se onentre par onséquent sur la sphère standard et les sous-groupes
fermés non ompats de son groupe d'automorphismes SU(1, n). De plus on
se restreint au as n = 2.
Comme la sphère standard est stritement pseudoonvexe, ses deux tés
ne jouent pas des rles symétriques. Un remplissage R est dit onvexe ou
onave selon le té du bord oupé par l'intérieur de R.
Plongée omme sphère unité dans P
2
, S2n−1 y déoupe deux omposantes
onnexes non isomorphes. On note B la boule standard dénie par l'équa-
tion {
∑n
i=1 |zi|
2 < |z0|} et P
2 \B son omplémentaire. Ces deux remplissages
sont respetivement onvexe et onave. Ils sont tous deux équivariants rel-
ativement à SU(1, 2) ar l'ation de elui-i sur la sphère se prolonge à tout
P
2
.
Le as des remplissages onvexes équivariant est assez simple.
Proposition 3  Soit R un remplissage onvexe de S3 équivariant rela-
tivement à un sous-groupe fermé non ompat de SU(1, 2). Alors R est iso-
morphe à la boule standard B.
Notons que sans l'hypothèse d'équivariane, on dispose de résultats im-
portants (et beauoup plus profonds). Citons en partiulier une onséquene
des remplissages par disques holomorphes.
Théorème 4 (Eliashberg [2℄)  Soit M une variété CR de dimen-
sion 3 diéomorphe à la sphère et stritement pseudoonvexe. Un remplissage
onvexe de M est diéomorphe à la boule fermée éventuellement élatée en
quelques points.
Sous l'hypothèse d'équivariane, le as onave est un peu plus subtil que
le as onvexe. On ne peut plus espérer l'uniité ar on onstruit failement
diérents exemples à partir de P
2 \ B. Choisissons un élément hyperbolique
ou parabolique φ de SU(1, 2) ('est-à-dire un élément qui engendre un sous-
groupe fermé non ompat). Alors φ agit sur P2 \ B et s'il admet un point
xe p en dehors du bord, on peut élater P2 \ B en p pour obtenir un nouvel
exemple. En eet φ agit enore sur l'élaté et engendre un groupe fermé non
ompat. On peut ontinuer à élater des points xes de l'ation de φ pour
obtenir de nombreux exemples. Ces remplissages onaves de S3 sont appelés
élatements standards de P
2 \ B.
Notre but est de démontrer le résultat suivant.
Théorème 5  Considérons la sphère standard S3 et un sous-groupe F de
Aut(S3) = SU(1, 2). Si F est non ompat et fermé dans Aut(S3), alors tout
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remplissage onave de S3 équivariant relativement à F est un élatement
standard de P
2 \ B.
Notons qu'il est vain d'espérer lassier préisément les variétés omplexes
à bord stritement pseudoonave sans l'hypothèse d'équivariane. En eet
priver n'importe quelle variété d'un domaine stritement pseudoonvexe inlu
dans l'une de ses artes fournit une grande diversité d'exemples.
Pour se onvainre que demander seulement la non-ompaité du groupe
d'automorphismes holomorphes du remplissage ne rend pas le problème a-
essible, onsidérons un exemple édiant dû à MMullen.
1.2 L'exemple de MMullen
Dans [6℄, MMullen dérit une surfae K3 (et plus réemment dans [7℄,
des surfaes rationnelles) possédant un automorphisme φ umulant les deux
propriétés suivantes :
1. il est d'entropie positive ;
2. il admet un domaine de Siegel.
Comme φ est d'entropie positive, il engendre un groupe non ompat. Mais
le domaine de Siegel est par dénition un ouvert de la surfae dans lequel φ
est onjugué à une rotation, don il ontient un ouvert stable biholomorphe à
la boule standard. Si on prive la surfae de et ouvert, on obtient une surfae
à bord stritement pseudoonave possédant un automorphisme d'entropie
positive. L'image du groupe engendré par φ dans le groupe d'automorphismes
du bord est relativement ompate et l'inlusion ne peut pas être propre.
En un sens, on peut dire que la dynamique de la surfae ainsi onstruite
reste à l'éart du bord.
1.3 Reformulations
Dans ette setion, nous proposons une seonde interprétation du théorème
5.
Remarquons tout d'abord que le groupe des automorphismes d'une variété
omplexe à bord s'injete naturellement dans le groupe des automorphismes
CR du bord. Toutefois ette injetion, omme on le verra plus bas, n'est pas
néessairement propre.
Corollaire 6  Soit X une surfae omplexe à bord stritement pseu-
doonave. Si
1. le groupe d'automorphisme de X est non ompat et
2. l'inlusion de Aut(X) dans Aut(∂X) est propre
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alors X est un élaté de P2 \ B, obtenu omme dans le théorème 5.
Cet énoné déoule du théorème 5 grâe au théorème de WebsterShoen :
nos hypothèses assurent que le groupe d'automorphismes du bord est non
ompat, don que le bord est bien la sphère standard.
On peut enore reformuler le résultat en terme de sphère invariante.
Corollaire 7  Soit X une surfae omplexe sans bord. Si
1. X possède une hypersurfae réelle plongée H qui la déonnete et
2. le groupe des automorphismes de X qui préservent H y induit un groupe
fermé non ompat d'automorphismes CR
alors X est néessairement un élaté de P2, obtenu omme dans le théorème
5.
Pour se ramener à ette forme, il sut de onstater que le remplissage
onave peut être omplété par un remplissage onvexe par la boule pour
donner une variété omplexe sans bord (voir la démonstration plus loin).
1.4 Variétés omplexes à bord
On peut généraliser de la façon suivante la notion de variété omplexe.
Définition 8 (variété omplexe à bord)  Soient X un espae
topologique paraompat séparé et n un entier positif. On appelle arte om-
plexe (de dimension n) de X tout quadruplet U = (U, ϕ,H,A) où
1. U est un ouvert de X, appelé domaine de la arte ;
2. A est un ouvert de Cn et :
 soit H est une hypersurfae analytique réelle de A et A \H a deux
omposantes onnexes D+ et D−,
 soit H est vide et on note D+ = A ;
3. ϕ est un homéomorphisme de U vers D+ ∪H.
Deux artes omplexes (U, ϕ,H,D) et (V, ψ,K,E) sont dites ompatibles si
le hangement de oordonnées
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )
se prolonge en un biholomorphisme dans un voisinage de son domaine de
dénition vers un voisinage de son image. On onsidère ette ondition sat-
isfaite si U∩V = ∅. Un atlas omplexe est un ensemble de artes ompatibles
dont les domaines reouvrent X.
On appelle variété omplexe à bord de dimension n un espae topologique
paraompat X muni d'un atlas omplexe.
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Enrihir un atlas d'une arte ompatible à toutes les préédentes est une
opération anodine ; on dit que deux atlas sont équivalents si leur union est
enore un atlas et on identie en fait la struture de variété omplexe à bord
à la lasse d'équivalene de l'atlas hoisi.
Une variété omplexe à bord est naturellement munie d'une struture de
variété diérentielle à bord.
L'intérieur d'une variété omplexe à bord est muni d'une struture om-
plexe tandis que son bord porte une struture CR, dénie loalement par les
artes.
D'après le théorème de NewlanderNirenberg, une variété réelle X munie
d'un opérateur omplexe (J : TX → TX, J2 = −Id) déni et intégrable
jusqu'à un voisinage du bord est une variété omplexe à bord.
Définition 9 (isomorphisme)  Soient X et Y deux variétés om-
plexes à bord. Un homéomorphisme F : X → Y est un isomorphisme om-
plexe si pour toute arte V de Y , F ∗V est ompatible à toute arte de X. Si
X = Y , on parle d'automorphisme.
Un isomorphisme n'est don rien d'autre qu'un biholomorphisme qui se
prolonge à un voisinage du bord.
2 Dynamique de SU(1, 2)
Nous aurons besoin de bien omprendre les éléments hyperboliques et
paraboliques de SU(1, 2) pour mener à bien la démonstration du théorème
5. En partiulier, nous sommes intéressés par leurs bassins d'attration et de
répulsion.
Dans la suite on utilise sur P
2
des oordonnées homogènes [x : y : z] et on
note Q la forme hermitienne |x|2 + |y|2 − |z|2. La boule unité B s'érit ainsi
{Q < 0}.
Le théorème du point xe de Brouwer implique que haque élément de
SU(1, 2) admet un point xe dans la boule fermée B. On peut les lasser en
trois atégories : un élément de SU(1, 2) est
 elliptique s'il xe un point de B ;
 parabolique s'il ne xe auun point de B mais exatement un point de
∂B ;
 hyperbolique s'il ne xe auun point de B mais exatement deux points
de ∂B,
et tout élément est d'un de es trois types.
Remarquons qu'un point de P
2
xé par A ∈ SU(1, 2) orrespond à un
veteur propre de la matrie A.
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2.1 Desription de l'algèbre de Lie
L'algèbre de Lie ontient beauoup d'information sur le groupe, et se
prête souvent mieux aux aluls. Les éléments de su(1, 2) sont les matries
3× 3 de la forme
A =

−i(b1 + b2) l1 l2l1 ib1 c
l2 −c ib2


(1)
où b1 et b2 sont des nombres réels tandis que l1, l2 et c sont des nombres
omplexes.
Un élément de su(1, 2) est dit elliptique, parabolique ou respetivement
hyperbolique si l'adjetif s'applique à son exponentielle.
Nous nous intéressons maintenant aux transformations paraboliques et
hyperboliques, qui nous seront utiles par la suite.
2.2 Éléments hyperboliques
Par dénition, un élément hyperbolique A ∈ SU(1, 2) a deux points xes
p1 et p2 dans ∂B. Par haun de ses points, il passe exatement une droite
projetive tangente à la sphère ∂B, dont la diretion est la droite omplexe
ξpi ⊂ Tpi∂B de la distribution de ontat sous-jaente à la struture CR.
Ces deux droites L1, L2 se oupent en un point q de P
2
et omme elles sont
globalement préservées, q est un point xe pour l'ation projetive de A. Ces
trois points non alignés orrespondent à trois veteurs propres linéairement
indépendants, il n'y en a don pas d'autre.
L'ation de SU(1, 2) est deux fois transitive sur ∂B ; quitte à onjuguer A
on peut don supposer que les pi sont les points [1 : 1 : 0] et [1 : −1 : 0]. Alors
q doit être le point [0 : 0 : 1], intersetion des droites {x = y} et {x = −y}.
En utilisant (1) on peut érire A sous la forme
A = exp

ib l 0l ib 0
0 0 −2ib


(2)
où l 6= 0 et b sont des nombres réels. Quitte à onsidérer −A qui a la même
ation sur P
2
, on peut supposer l > 0. Les valeurs propres de A sont exp(l+
ib), exp(−l+ib), exp(−2ib) et A est diagonalisable. Un alul en oordonnées
projetives permet de déterminer la nature des trois points xes. L'un des
points xes du bord, disons p1, est attratif ave valeurs propres exp(−2l) et
exp(−l−3ib). L'autre est répulsif ave valeurs propres exp(2l) et exp(l−3ib).
Enn, q est hyperbolique ave valeurs propres exp(−l + 3ib) et exp(l + 3ib).
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Sur la gure 1, la sphère ∂B est représentée en dimension 2 au lieu de 3 et
les droites omplexes sont représentées par des lignes.
Fig. 1  Dynamique d'une transformation hyperbolique
Le bassin d'attration de p1 est P
2 \ L2, le bassin de répulsion de p2 est
P
2 \ L1. L'union des deux bassins est don P
2 \ {q}.
2.3 Éléments paraboliques
Considérons maintenant un élément parabolique a ∈ su(1, 2) et A son
exponentielle. Quitte à onjuguer, on peut supposer que son unique point
xe au bord est p = [1 : 1 : 0].
L'ation de A sur la droite projetive L passant par p et tangente à ∂B
ne peut être hyperbolique, don la valeur propre de a assoiée au veteur
propre (1, 1, 0) est imaginaire pure et on peut érire
a =

 −i(d1 + d2) i
(
d1 +
1
2
d2
)
c
−i
(
d1 +
1
2
d2
)
id1 c
c −c id2


(3)
où d1 et d2 sont réels et c est omplexe. Les valeurs propres de a sont id2 et
−id2/2 ave multipliité 2. On peut maintenant distinguer trois as, selon la
forme de Jordan de A.
Si d2 6= 0, p dénit l'unique diretion propre assoiée à la valeur propre
−id2/2 don a n'est pas diagonalisable et la forme de Jordan de A est

e−i
d2
2 1 0
0 e−i
d2
2 0
0 0 eid2

 (4)
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L'ation de A sur L est alors onjuguée à une rotation de P1 et A admet un
deuxième point xe q ∈ L. Sur la gure 2, on a ette fois représenté L par
une setion plane pour y montrer la rotation.
Fig. 2  Dynamique d'une transformation parabolique à deux points xes
Dans e as le bassin d'attration de p est P2 \ L.
Si d2 = 0 et c = 0, a est nilpotente d'ordre 2, la forme de Jordan de A
est 
1 1 00 1 0
0 0 1


(5)
et A xe haque point de L (voir la gure 3).
Fig. 3  Dynamique d'une transformation parabolique xant haque point
d'une droite
Dans e as le bassin d'attration de p est enore P2 \ L.
Enn si d2 = 0 et c 6= 0, a est nilpotente d'ordre 3, la forme de Jordan de
A est 
1 1 00 1 1
0 0 1


(6)
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et p est son seul point xe, à la fois attratif et répulsif (voir la gure 4).
Fig. 4  Dynamique d'une transformation parabolique xant un seul point
Dans e as le bassin d'attration est tout P
2
.
On obtient don le résultat suivant qui est une des lés du théorème 5.
Lemme 10  Soit g un élément parabolique ou hyperbolique de SU(1, 2).
Notons p+ le point xe attratif de g, p− son point xe répulsif s'il est diérent
et L+ la droite projetive tangente à la sphère unité en p+.
Tout ouvert de P
2
ontenant l'union du bassin d'attration de p+ et du
bassin de répulsion de p− ontient :
1. un voisinage de la boule unité fermée et
2. la famille des droites projetives passant par p+, sauf éventuellement
L+.
3 Remplissages de la sphère
Dans ette dernière setion nous donnons une démonstration du théorème
5. Commençons par en présenter le déroulement.
On onsidère un remplissage R de la sphère standard, équivariant rela-
tivement à un sous-groupe F ⊂ SU(1, 2) fermé et non ompat. On note d
un isomorphisme S → ∂R.
Notre premier outil est le théorème 19 démontré en annexe, qui implique
que F n'est pas purement elliptique. Il ontient don au moins une transfor-
mation hyperbolique ou parabolique, qui agit sur R et sur P2 après onju-
gaison par d−1 : ∂R → S ⊂ P2. On note φ l'automorphisme de R et φ˜ elui
de P
2
.
On se base alors sur l'étude des bassins d'attration et de répulsion de
φ˜. Elle permet de montrer de façon très élémentaire que R se omplète par
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l'ajout d'une boule en une surfae sans bord X sur laquelle φ agit enore.
Mieux, elle permet d'exhiber dans X une famille de ourbes rationnelles
d'auto-intersetion 1, homologues entre elles et dont la lasse est invariante
sous l'ation de φ. Il déoule alors du lemme de Noether que X est une surfae
rationnelle.
On utilise ensuite le théorème d'indie de Hodge pour montrer que quitte
à élever φ à une ertaine puissane φk, on peut supposer que φ préserve
globalement haque ourbe exeptionnelle, e qui permet de les ontrater.
Il sut alors d'étudier le as des surfaes rationnelles minimales.
3.1 Prolongement onvexe
3.1.1 Prolongement des onjugaisons
On dit de deux automorphismes ψ et ψ˜ de variétés omplexes (éventuelle-
ment à bord) X et Y qu'ils sont loalement onjugués s'il existe des ouverts
U ⊂ X et V ⊂ Y et un biholomorphisme F : U → V tel que F ◦ ψ = ψ˜ ◦ F
là où ette expression est dénie. On dit que U et V sont les ouverts de
onjugaison.
On va utiliser notre étude des bassins d'attration grâe au lemme élé-
mentaire qui suit.
Lemme 11 (de prolongement)  Soient ψ et ψ˜ des automorphismes
de variétés omplexes (éventuellement à bord) X et Y , loalement onjugués
dans des ouverts U ⊂ X et V ⊂ Y . On peut alors prolonger la onjugaison
à des ouverts stables U ′ ⊃ U et V ′ ⊃ V où V ′ ontient tous les bassins
d'attration et de répulsion des points xes de ψ˜ dans V .
Démonstration : notons U0 = U , V0 = V et F0 = F . On dénit réursive-
ment
Uk+1 = ψ
−1(Uk)
Vk+1 = ψ˜
−1(Vk)
Fk+1 = ψ˜
−1 ◦ Fk ◦ ψ
Ainsi Fk est une onjugaison loale entre les ouverts Uk et Vk. De plus là
où deux Fk sont dénis simultanément, ils oïnident par équivariane. En
passant à l'union, on peut don onstruire une onjugaison F∞ entre les
ouverts
⋃
k Uk et
⋃
k Vk. Ce dernier ontient tous les bassins d'attrations des
point xes de ψ˜ ontenus dans V . Comme F est également une onjugaison
de ψ−1 et ψ˜−1 on peut à nouveau la prolonger jusqu'à englober les bassins
de répulsion. Par onstrution les ouverts de onjugaison sont stables sous
l'ation de ψ et ψ˜ respetivement.
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3.1.2 Conséquenes
Le plongement de S3 (ave sa struture CR standard) dans une surfae
est loalement unique d'après le résultat suivant.
Théorème 12 (Pinhuk [4℄)  Une appliation CR, C 1 et non ons-
tante entre deux hypersurfaes analytiques réelles et stritement pseudoon-
vexes de Cn se prolonge loalement biholomorphiquement.
Ainsi d se prolonge en un biholomorphisme au voisinage des points xes
de φ et φ˜.
On applique le prinipe de prolongement des onjugaisons pour ompléter
le remplissage R en une variété omplexe sans bord : grâe au lemme 10 on
peut prolonger la onjugaison autour des points xes à une onjugaison sur
la boule fermée en omplétant R par B.
Proposition 13  Il existe une surfae omplexe sans bord X et une
appliation i : R→ X biholomorphe sur son image, telles que :
1. X \ i(R) est isomorphe à la boule standard ;
2. l'automorphisme i∗φ de i(R) se prolonge en un automorphisme de X,
qu'on note enore φ ;
3. l'ation de φ sur X est onjuguée, au voisinage de X\
◦
R, à l'ation de
φ˜ sur un voisinage de la boule unité fermée de P2.
Remarquons que de la même façon on obtient le résultat omplètement
élémentaire suivant.
Proposition 14  À isomorphisme près, le seul remplissage onvexe de
la sphère standard équivariant relativement à un groupe fermé non ompat
est la boule standard fermée.
Le seul remplissage onave fortement équivariant de la sphère standard
est P
2 \ B.
Le lemme 10 livre une information ruiale sur X.
Lemme 15  La surfae X ontient une ourbe lisse, irrédutible, ra-
tionnelle d'auto-intersetion 1 qui appartient à un pineau préservé par φ
dont au plus un élément est rédutible et dont l'unique point-base est le point
xe attratif de φ dans ∂R.
D'après le lemme de Noether, ommeX ontient en partiulier une ourbe
rationnelle d'auto-intersetion 1, 'est une surfae rationnelle.
On note |C| le pineau obtenu dans le lemme 15 et C une de ses ourbes
génériques.
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3.2 Contration des ourbes exeptionnelles
On herhe maintenant à ontrater les ourbes exeptionnelles deX pour
se ramener au as des surfaes rationnelles minimales, qu'on omprend bien.
Lemme 16  Il existe un entier k tel que φk xe globalement haune des
ourbes exeptionnelles.
Démonstration : les diviseurs de X se plongent naturellement dans l'es-
pae de ohomologie H1,1
R
(X) sur lequel la forme d'intersetion se prolonge
en une forme quadratique symétrique non dégénérée. Le théorème d'indie
de Hodge (voir par exemple [1℄ page 143) dit que ette forme est de signa-
ture lorentzienne. En partiulier, puisqu'elle vaut 1 sur la lasse de C, elle
préserve son orthogonal C⊥ et sur elui-i elle est dénie négative.
Un veteur de H1,1
R
(X) se déompose sous la forme λC +D où D ∈ C⊥,
et la forme dénie positive donnée par
λ2 −D ·D
est alors préservée par φ.
Considérons l'ensemble E des ourbes exeptionnelles de X. C'est une
partie disrète de H1,1
R
(X) et omme φ agit par isométrie pour une forme
dénie positive, il existe un exposant k tel que l'ation de φk sur E est triv-
iale. Mais une ourbe d'auto-itersetion n'egative est la seule représentante
omplexe de sa lasse d'homologie, don haque ourbe exeptionnelle est
globalement xée par φk.
On veut maintenant ontrater les ourbes rationnelles d'auto-interse-
tion −1 : omme haune de es ourbes est préservée, φ sera rationnellement
onjuguée par ette ontration à un automorphisme d'une surfae minimale.
Toutefois, il ne faut pas ontrater de ourbe qui renontre ∂R sous peine
de singulariser le bord. Le lemme suivant nous permet de ontourner ette
diulté.
Lemme 17  Si E est une ourbe rationnelle d'auto-intersetion −1 qui
renontre ∂R, alors il existe une autre ourbe rationnelle d'auto-intersetion
−1, qui de plus évite ∂R.
Démonstration : on reprend les détails de la démonstration du lemme de
Noether pour déeler ette nouvelle ourbe (voir [3℄ page 513).
La ourbe E, puisqu'elle est préservée par φ, est néessairement tangente
à ∂R en un point xe de φ. De plus la onjugaison à P2 doit l'envoyer, au
moins au voisinage de e point, sur la droite tangente à S3 en p+ ou p−.
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Il s'ensuit que le pineau |C| ontient bien une ourbe rédutible C0, dont
E est l'une des omposantes. Élatons le point-base de |C| et notons C∧, C∧0
et E∧ les transformées propres.
Notons
C∧0 =
∑
ν
aνCν
où les Cν sont irrédutibles, l'une d'elles est E
∧
et aν > 0. Maintenant l'auto-
intersetion de C∧ est 0 et les Cν tout omme E
∧
sont disjointes de C∧. On
en déduit que
C∧0 · Cν = C
∧ · Cν = 0
puis que toutes les omposantes Cν sont d'auto-intersetion négative. La
formule d'adjontion donne, en notant K le bré anonique de X,
C∧0 · C
∧
0 + C
∧
0 ·K
2
+ 1 = 0 (7)
et, omme C∧0 ·C
∧
0 = 0, Cν0 ·K < 0 pour un ertain ν0. Il déoule du ritère
fort de ontratibilité de CastelnuovoEnriques que Cν0 peut être ontratée.
Or l'auto-intersetion de E∧ vaut −2, don Cν0 6= E et Cν0 doit éviter (∂R)
∧
,
en partiulier n'est pas aetée par l'élatement. Avant elui-i il existait don
bien une ourbe ontratable évitant ∂R.
SiX n'est pas minimale, on peut don trouver une ourbe à ontrater. On
note ave un ∨ en exposant l'image d'un objet par la ontration. Comme la
ourbe exeptionnelle ontratée est globalement préservée par φ, on obtient
un biholomorphisme φ∨ de X∨ qui xe le point image de la ourbe ontratée.
On peut alors ontinuer ar φ∨ préserve enore une sphère standard, ∂R∨.
Après un nombre ni d'étapes, on arrive à une surfae rationnelle minimale.
Il sut maintenant de montrer un dernier lemme pour obtenir le théorème
5.
Lemme 18  Si X est minimale, X = P2.
Démonstration : les surfaes rationnelles minimales sont P
2
et les sur-
faes de Hirzebruh ('est-à-dire les brés en P
1
sur P
1
) Σn pour n ∈ N,
n 6= 1. Supposons que la surfae X est une surfae de Hirzebruh. La lasse
fondamentale de la ourbe C d'auto-intersetion 1 doit alors se déomposer
en
[C] = a[F ] + b[B]
où a, b sont des entiers, F est une bre et B est la base. Or si X = Σn on a :
F · F = 0 F · B = 1 B ·B = −n
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d'où
1 = C · C = 2ab− nb2 = b(2a− nb)
On en déduit b = 1 et a = (n+ 1)/2, d'où
C · B = a− nb =
1− n
2
et don n = 1, mais Σ1 est justement la seule surfae de Hirzebruh à ne pas
être minimale.
4 Exemples singuliers
Dans ette dernière setion nous proposons de montrer omment, en a-
eptant les sphères à une singularité, on peut onstruire des presque-exemples
sur Σn.
Considérons une transformation parabolique φ de P2 préservant la boule
unité, hoisie de façon à xer haque point d'une droite projetive L. Celle-i
est don tangente à la sphère unité. Élatons deux points de L, loin du bord
et notons E1, E2 les ourbes exeptionnelles obtenues. La transformée pro-
pre L∧ est alors d'auto-intersetion −1, et on peut la ontrater. À travers
ette transformation, φ passe en un automorphisme de P1 × P1 qui préserve
un domaine biholomorphe à la boule, dont le bord est topologiquement une
sphère mais possède un point singulier au point image de la ourbe ontra-
tée. Ce point est en eet le seul point d'intersetion de la sphère ave les
transformées propre E∨i , et si elle était diérentiable en e point elle devrait
leur être tangente à toutes les deux. Mais es deux ourbes sont haune une
bre d'un des deux réglages de P
1 × P1 et sont don transverses.
L
Sphère standard
(1)
L
∧
(−1)
E2
E1
E
∨
2
(−1)
(−1)
L
∧∨
E
∨
1
Fig. 5  Constrution d'un exemple singulier dans Σ0
14
Considérons maintenant une transformation φ qui possède un point xe
hors de la boule unité fermée et élatons e point xe. Dans la surfae Σ1
obtenue la transformée propre L∧ de la droite joignant le point élaté à l'un
quelonque des points xes de φ sur la sphère est d'auto-intersetion 0. Le
point d'intersetion entre L∧ et la ourbe exeptionnelle réée par l'élate-
ment est alors xé par φ∧, onjugué de φ par l'élatement. On peut don
élater Σ1 en e point puis ontrater la transformée propre de L
∧
pour
obtenir un automorphisme de Σ2 qui préserve un domaine biholomorphe à la
boule, dont le bord est topologiquement une sphère mais possède un point
singulier.
Sphère standard
(1) (0)
(−1) (0)
(−2) (−2)(−1)
L
E
(−1)
Fig. 6  Constrution d'un exemple singulier dans Σ2
Ensuite on peut passer à Σn en répétant autant de fois que néessaire
l'élatement du point d'intersetion entre la bre portant le point singulier
et la base et la ontration de la transformée propre de ette bre.
L'existene de es exemples, singuliers mais doiles, amène à se poser la
question suivante. Peut-on trouver une surfae X possédant automorphisme
qui :
1. est d'entropie topologique positive et
2. préserve une hypersurfae réelle H et
3. induit sur H un groupe non relativement ompat
en supposant par exemple que
1. H est singulière en un ou plusieurs points et stritement pseudoonvex
là où elle est lisse ou
2. H est lisse partout et stritement pseudoonvexe sauf le long d'une
sous-variété ?
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Annexe : sous-groupes purement elliptiques
Dans ette annexe nous nous intéressons à ertains sous-groupes de trans-
formations d'espaes symétriques à ourbure négative. L'objetif prinipal est
de démontrer le théorème 19, utilisé dans la démonstration de 5.
Soit M un espae symétrique à ourbure négative et G son groupe d'i-
sométries. Un élément de G est dit elliptique s'il admet un point xe dansM .
Un sous-groupe F de G est dit purement elliptique si tous ses éléments sont
elliptiques. On dit que F admet un point xe s'il est purement elliptique et
s'il existe un point de M xé simultanément par tous les éléments de F .
Théorème 19  Un sous-groupe fermé purement elliptique d'isométries
d'un espae symétrique à ourbure négative est ompat.
Dans e résultat l'hypothèse de fermeture est apitale, omme le montre
le résultat surprenant qui suit.
Théorème 20 (Waterman [10℄)  Il existe des sous-groupes d'i-
sométries de RH
n
et de Rn−1 qui sont purement elliptiques et sans point
xe, dès que n > 5.
Dans le théorème 19, on peut remplaer  fermé  par d'autres hypothèses
(voir par exemple [5℄). Par exemple, si tous les éléments de F sont d'ordre ni,
alors F est relativement ompat. En eet un théorème de Shur assure qu'un
groupe de matries de torsion est virtuellement abélien. Alors F ontient
un sous-groupe distingué H , abélien don diagonalisable. Comme H est de
torsion, il est inlu dans un tore don est relativement ompat. Mais F est
la réunion nie de lasses à gauhes toutes homéomorphes à H , don est
lui-même relativement ompat.
On va relier la ompaité de F et l'existane de point xe en ommençant
par énoner un résultat naturel dû à Cartan.
Théorème 21  Un sous-groupe ompat de G admet toujours un point
xe.
On peut failement exhiber des groupes purement elliptiques et non om-
pats : il sut par exemple de onsidérer le groupe engendré par une rotation
irrationnelle. Toutefois es groupes sont relativement ompats, 'est-à-dire
que leur adhérene est ompate. Comme les groupes ompats maximaux
de G sont les xateurs des points de M , on a l'équivalene suivante.
Proposition 22  Un sous-groupe de G est relativement ompat si et
seulement s'il admet un point xe.
On démontre maintenant le théorème 19, en proédant par étapes. Le
prinipe est simple : si F est disret ou onnexe, le résultat déoule respe-
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tivement du lemme de Selberg ou d'un théorème de Montgomery et Zippin.
Le as général se déduit de ses deux as extrêmes.
Théorème 23 (Lemme de Selberg)  Un sous-groupe de GLn(R)
de type ni est virtuellement sans torsion.
Par  virtuellement sans torsion , on entend qu'il ontient un sous-groupe
normal d'indie ni et sans torsion.
Corollaire 24  Si F est purement elliptique et disret, il admet un
point xe dans M .
Démonstration : 'est une généralisation d'une démonstration de [10℄.
Tout élément a de F est d'ordre ni : a est elliptique don agit omme
une rotation sur l'espae tangent de l'un quelonque de ses points xes, et
omme F est disret les angles de ette rotation sont ommensurables à pi.
De plus F est dénombrable don il est l'union dénombrable de sous-
groupes de type ni Fn = 〈a1, . . . , an〉.
Comme M est un espae symétrique, G est un groupe de matries et il
en est de même pour F et Fn. On peut ainsi appliquer le lemme de Selberg
à Fn qui est don virtuellement sans torsion. Mais on a montré que 'est un
groupe de torsion don il est ni.
D'après le théorème 21, il s'ensuit que l'ensemble Vn des points xes de Fn
est non vide. Or Vn est une sous-variété totalement géodésique et omplète
de M . Une suite déroissante de telles sous-variétés est stationnaire, don⋂
Vn 6= ∅ et F admet un point xe.
Théorème 25 (Montgomery-Zippin [8℄)  Un groupe de Lie on-
nexe et non ompat ontient un sous-groupe à un paramètre fermé et non
ompat.
Corollaire 26  Si F est purement elliptique, fermé et onnexe, il admet
un point xe dans M .
Démonstration : omme F est purement elliptique, ses sous-groupes fer-
més à un paramètre sont tous des erles. D'après le théorème 25, F est don
ompat. On onlut par le théorème 21.
On peut maintenant démontrer le théorème 19. On suppose don que F
est un groupe purement elliptique et fermé de G et on va montrer qu'il admet
un point xe.
Pour f ∈ F , on note Fix(f) l'ensemble des points xes de f .
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D'après le orollaire 26, la omposante neutre F0 de F est ompate. Alors
l'ensemble
P0 =
⋂
f∈F0
Fix(f)
des points xés par tout F0 est non vide et 'est une sous-variété omplète
et totalement géodésique de M . À e titre, 'est un espae symétrique.
Considérons g ∈ F \ F0. Alors on a
gP0 =
⋂
f∈F0
gFix(f)
=
⋂
f∈F0
Fix(gfg−1)
= P0
don g agit sur P0. De plus, n'importe quel autre élément de la omposante
onnexe de g dans F s'érit gf où f ∈ F0 don ette ation passe au quotient
en une ation du groupe disret F/F0 sur l'espae symétrique P0. D'après le
orollaire 24, F/F0 admet un point xe dans P0, qui est alors un point xe
de F .
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